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Tóm tắt 

Trong quá trình ăn khớp của cặp bánh răng không tròn ăn khớp ngoài có biên dạng răng là đường cong 
epicycloid và hypocycloid, biên dạng răng của bánh răng chủ động và bánh răng bị động ăn khớp ngoài với 
nhau theo nguyên lý ăn khớp của bộ truyền bánh răng không tròn. Do đó, hai biên dạng này là bao hình của 
nhau dẫn đến trong quá trình ăn khớp cặp biên dạng đối tiếp vừa lăn vừa trượt trên nhau sinh ra vận tốc 
trượt tương đối giữa hai biên dạng tại điểm ăn khớp. Đây là một trong những nguyên nhân gây ra hiện 
tượng mòn không đều ở cặp biên dạng đối tiếp, để đánh giá hiện tượng này ngay từ khi thiết kế người ta 
dùng hệ số trượt. Vì vậy, việc thiết lập biểu thức giải tích nhằm phân tích, đánh giá hiện tượng này là cần 
thiết, đây chính là mục đích của nghiên cứu này. Ngoài ra, kết quả nghiên cứu của bài báo cũng chỉ ra khi 
ứng dụng tổ hợp đường cong epicycloid – hypocycloid ít làm biên dạng của cặp bánh răng không tròn có ưu 
điểm hơn so với biên dạng thân khai là đường cong trượt luôn đối xứng, do đó luôn mòn đều và không cần 
phải hiệu chỉnh biên dạng thông qua cần bằng hệ số trượt. 

Từ khóa: Bánh răng không tròn, biên dạng răng cycloid, epicycloid, hypocycloid, vận tốc trượt. 

Abstract 

During the matching process of the non-circular gear pair with cycloidal profile (epicycloid – hypocycloid), the 
profiles of the driving and driven gears are mating following the gearing principle of the non-circular gear 
train. These profiles are generated by each other, and they will be rolling and sliding when working, 
producing a relative sliding velocity at the contact point. It is one of the factors causing the irregular wear of 
the mating gear-profiles. The sliding coefficient has been used to access this phenomenon when designing a 
gear-train. Therefore, it is vitally necessary to set up analytical formulas to analyze, evaluate the profile 
sliding process, and it is the goal of this research. Moreover, the achieved results also show that the 
combination of the epicycloid and hypocycloid profiles has an advantage over the involute profiles, because 
the sliding curve of the firstly mentioned profiles stays consistently symmetrical, which means both mating 
profiles are equally worn, and no adjusting of the sliding coefficient is required. 

Keywords: Non-circular gear, cycloidal gear profile, epicycloid, hypocycloid, sliding velocity. 

 
1. Đặt vấn đề1 

Trong quá trình ăn khớp của cặp bánh răng 
không tròn (BRKT) ăn khớp ngoài có biên dạng  răng 
là tổ hợp của hai đường cong epicycloid và 
hypocycloid, cặp biên dạng đối tiếp (Γ 1,Γ 2) của hai 
bánh răng vừa lăn vừa trượt trên nhau tại điểm tiếp 
xúc K (điểm ăn khớp). Như vậy, tại điểm ăn khớp 
vận tốc trượt tương đối giữa hai biên dạng đối tiếp 
theo phương tiếp tuyến chung tt’ sẽ gây ra hiện tượng 
trượt biên dạng, hiện tượng này là một trong những 
nguyên nhân gây ra mòn không đều của cặp biên 
dạng đối tiếp [1-3]. Vì vậy, trong quá trình thiết kế, 
người thiết kế phải hiệu chỉnh các tham số thiết kế 
biên dạng để cân bằng hệ số trượt (µ1, µ2) nhằm đảm 
bảo cặp biên dạng đối tiếp (Γ 1, Γ ) mòn đều [4]. Tuy 
nhiên, theo tìm hiểu của nhóm tác giả bài viết này khi 
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nghiên cứu về BRKT cho thấy đến thời điểm hiện tại 
chưa có một nghiên cứu nào đề cập đến hiện tượng 
trượt biên dạng. Vấn đề này chỉ được nghiên cứu 
trong các bộ truyền bánh răng có tỷ số truyền cố định 
dạng trụ tròn như các nghiên cứu của Wang [5] về 
hiện tượng trượt biên dạng của cặp bánh răng 
epicycloid [6, 7] và hypocycloid [8] hay xuất phát từ 
điều kiện mòn đều để điều chỉnh tham số thiết kế 
biên dạng răng [9]. Vì vậy, khi ứng dụng tổ hợp hai 
đường cong epicycloid và hypocycloid làm biên dạng 
răng của BRKT thì hiện tượng trượt biên dạng gây ra 
mòn biên dạng răng không đều của cặp biên dạng đối 
tiếp như thế nào, có cần phải hiệu chỉnh các tham số 
hình thành biên dạng răng hay không. Đây chính là 
nội dung nghiên cứu của bài viết này, để giải quyết 
vấn đề này nội dung bài báo trình bày: 

i) Thiết lập phương trình đường ăn khớp thực của cặp 
BRKT có biên dạng là tổ hợp hai đường cong cycloid 
với biên dạng phần chân răng là đường cong 
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hypocycloid, còn phần biên dạng đỉnh răng là đường 
cong epicycloid. 

ii) Thiết lập phương trình giải tích xác định vận tốc 
trượt tương đối giữa hai biên dạng đối tiếp tại điểm 
ăn khớp K, trên cơ sở đó đưa ra các kết luận đánh giá 
về hiện tượng trượt biên dạng răng khi ứng dụng 
đường cong cycloid làm biên dạng răng của BRKT.   

2. Phân tích động học BRKT 

2.1. Thiết lập phương trình đường ăn khớp 

Đường ăn khớp ζK  là quỹ tích các điểm tiếm xúc 
K của cặp biên dạng đối tiếp (Γ 1,Γ 2)  khi cặp bánh 
răng ăn khớp với nhau.  

 
Hình 1. Sơ đồ thiết lập đường ăn khớp 

Nếu gọi ϑf{Ofxfyf zf}, ϑ1{O1x1y1 z1}, ϑ2{O2x2y2 z2} lần 
lượt là hệ quy chiếu cố định gắn liền với giá, hệ quy 
chiếu động gắn trên bánh răng 1, hệ quy chiếu động gắn 
trên bánh răng 2.  Theo [10] phương trình đường ăn 
khớp được cho bởi: 

0 1
1 1( ( )) ( , ) ( )K Kzα θ α θ=r R r                    (1) 

trong đó: 1( , )z αR là ma trận quay quanh trục zf của hệ 
quy chiếu ϑf,  còn 1α là góc quay của bánh răng chủ động, 

quay quanh tâm O1; 1 ( )K θr là véc tơ xác định điểm K 
trong hệ quy chiếu ϑ1 với θ  là tham số của Γ 1 và được 
cho bởi phương trình [11]: 
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(2) 

trong công thức (2) : 

+ g = 1 khi Γ 1  đỉnh răng có biên dạng là đường 
epicycloid và g = 0 khi Γ 1

 chân răng có biên dạng là 
đường hypocycloid. 

+ 
1 1

, ( 1)i i
z z
π πθ

 
∈ + 

 
với ( )10 2 1i z= ÷ −   

trong trường hợp cung epicycloid thì i chẵn, còn cung 
hypocycloid thì i lẻ. 

+ 1z  là số răng của bánh răng 1. 

+ e là tâm sai của bánh răng 1 (độ lệch tâm của bánh 
răng 1). 

Ví dụ áp dụng: với bộ thông số thiết kế cặp BRKT cho 
trong Bảng 1, Hình 2 là cặp BRKT được thiết kế, còn 
Hình 3 là đường ăn khớp của cặp BRKT được trích dẫn 
từ Hình 2. 

Từ Hình 2 và Hình 3 ta dễ dàng nhận thấy đường ăn 
khớp của cặp BRKT biên dạng cycloid (epicycloid – 
hypocycloid) là đường cong kín phức tạp tuần hoàn và đối 
xứng qua đường nối tâm O1O2 của cặp bánh răng, chứ 
không phải là đường thẳng như cặp biên dạng thân khai. 

Bảng 1. Bảng thông số thiết kế cặp BRKT biên dạng 
cycloid [11] 

Tên gọi 
Ký 
hiệu 

Đơn 
vị 

Cặp BRKT 
BR1 BR2 

Bán kính đường lăn 1  
Σ 1(O, R) 

R mm 37,50 …. 

Bán kính đường tròn 
sinh Σ S(OS, r) 

r mm 1,25 ..... 

Độ lệch tâm e mm 15,00 ..... 
Modul m mm 5,00 5,00 
Số răng z  12,00 36,00 
Bước răng trên đương 
lăn 

 mm 15,71 15,71 

Độ dày răng trên đương 
lăn 

 mm 7,85    7.85 

Rãnh răng trên đương 
lăn 

 mm 7,85 7,85 

Khoảng cách trục a12 mm 148,00 
Số chu kỳ quay của 
bánh răng 1 

n  3,00 1,00 

 

 
Hình 2. Quá trình ăn khớp của cặp BRKT 
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Hình 3. Đường ăn khớp ζK của cặp BRKT 

2.2. Vận tốc tuyệt đối tại điểm ăn khớp  

Xét chuyển động tương đối của cặp BRKT trong 
hệ quy chiếu gắn liền với giá ϑf{Ofxfyf zf}.  

   
 

 

 

 

 

 

 

 

 

Hình 4. Vận tốc trượt biên dạng tương đối tại điểm ăn 
khớp K của cặp BRKT 

Tại thời điểm ăn khớp K hai biên dạng đối tiếp 
Γ 1,Γ 2 sẽ có K1 ∈ Γ 1

 và K2 ∈ Γ 2(K1 ≡ K2 ≡ K) và có 
vận tốc được cho bởi: 
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trong đó: 1 1( )Kρ α , 2 2 1( ( ))Kρ α α , 12 1( )i α lần lượt là 
bán kính ăn khớp (khoảng cách từ O1, O2 đến điểm 
K), 1

2 1 12 1( ( ))iω ω α −= − (do cặp bánh răng ăn khớp 
ngoài), hàm tỷ số truyền của cặp BRKT và được cho 
bởi: 
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Trong công thức (5) R là bán kính đường tròn 
tâm tích sinh của bánh răng 1 (bánh răng cycloid lệch 
tâm).  

Nếu gọi: nn’, tt’ lần lượt là pháp tuyến và tiếp 
tuyến chung của Γ 1,Γ 2 tại điểm ăn khớp K (xem 
Hình 4). Khi đó tại điểm ăn khớp K hai biên dạng Γ 
1,Γ 2 vừa lăn vừa trượt trên nhau và gây ra vận tốc 
trượt tương đối 12 1( )tr

KV α , 21 2 1( ( ))tr
KV α α  theo phương 

tiếp tuyến tt’: 
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KV α α lần lượt là vận tốc trượt 
của Γ 1 so với Γ 2 và của Γ 2 so với Γ 1 tại điểm ăn 
khớp K; 1 1( )t

KV α , 2 1( )t
KV α lần lượt là hình chiều của 

1KV , 2KV lên phương tiếp tuyến chung tt’ và được cho 
bởi: 
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Với 1 1( )β α , ( )2 2 1( )β α α là góc hợp bởi 1 1( )KV α , 

( )2 2 1( )KV α α  với tiếp tuyến tt’ và được cho bởi: 
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trong công thức (8): 

[ ]1 1 1( ) ( ( ) ) ( ) T
K K P Kx yα α ρ α= −n  

Ví dụ áp dụng: với bộ thông số thiết kế ở Bảng 1, 
Hình 5 là đồ thị mô tả bán kính 1 1( )Kρ α , 2 2 1( ( ))Kρ α α  
theo góc quay 1α của bánh răng 1, còn Hình 6 là đồ thị 
vận 
tốc 1 1( )KV α , 2 2 1( ( ))KV α α , ( )2 2 1 1 1( ( )) ( )K KV Vα α α− ,

1 1( )t
KV α , 2 2 1( ( ))KV α α  khi bánh răng 1 quay với vận 

tốc góc 1 15ω = (rad/s).  

Từ Hình 5, Hình 6 dễ dàng nhận thấy mặc 
dù 2 2 1 1 1( ( )) ( )K Kρ α α ρ α> , nhưng do bánh răng 2 quay 
chậm hơn bánh răng 1 theo hàm truyền 12 1( )i α . Do đó, 

2 2 1 1 1( ( )) ( )K KV Vα α α≠ không nhiều dẫn đến 

1 1( ),t
KV α 2 2 1( ( ))t

KV α α xấp xỉ nhau, đây chính là ưu điểm 
của loại biên dạng này. 
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Hình 5. Bán kính cực ρK1(α1) ρ 21(α2(α1) theo góc 
quay α1 

 
Hình 6. Vận tốc VK1, VK2, (VK2- VK1), Vt

K1, Vt
K2 theo 

góc quay α1 

2.3. Hệ số trượt biên dạng 

Khi K ≠ P (điểm ăn khớp không trùng với tâm 
ăn khớp) trong quá trình ăn khớp cặp biên dạng đối 
tiếp Γ 1 và Γ 2

 luôn có hiện tượng trượt biên dạng. 
Chính hiện tượng này gây ra mòn không đều ở biên 
dạng của hai bánh răng. Để đánh giá hiện tượng này 
người ta sử dụng hệ số trượt biên dạng µ trong quá 
trình ăn khớp. Như vậy, nếu gọi µ1(α1), µ2(α2(α1)) lần 
lượt là hệ số trượt biên dạng của bánh răng 1 so với 
bánh răng 2 và của bánh răng 2 so với bánh răng 1 
theo góc quay của trục dẫn động, khi đó: 
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Thay (3, 4, 8) vào hệ (9) ta có: 

( )

( )

1 2 2 1 2 2 1
1 1 12 1

1 1 1 1

1 1 1 1
2 2 1 12 1

2 2 1 2 2 1

( ( )) cos ( ( ))( ) 1 ( )
( ) cos ( )

( ) cos ( )( ( )) 1 ( )
( ( )) cos ( ( ))

K

K

K

K

i

i

ρ α α β α α
µ α α

ρ α β α
ρ α β α

µ α α α
ρ α α β α α

− = −

 = −


(10) 

        Hệ phương trình (10) xác định hệ số trượt biên 
dạng của bánh răng 1 so với bánh răng 2 trong quá 
trình ăn khớp. Áp dụng với bộ thông số thiết kế cho ở 
Bảng 1 và khi dẫn động bánh răng 1 với vận tốc góc 

ω1 = 15 rad/s, khi đó đồ thị Hình 7 là đường cong 
trượt µ1(α1), 2 2 1( ( ))µ α α tương ứng với góc quay của 
bánh răng 1 từ 0o đến 180o, còn đồ thị Hình 8 (phóng 
to) được trích dẫn từ Hình 7 khi toàn bộ biên dạng 
răng số 2 của bánh răng 1 tham gia ăn khớp (xem 
Hình 9). 

 
Hình 7. Hệ số trượt  µ1(α1),  µ2(α2(α1)) theo góc quay 
α1 của bánh răng chủ động 

 
Hình 8. Hệ số trượt  µ1(α1),  µ2(α2(α1)) theo góc quay 
α1 tại răng số 2 của bánh răng 1 

 
Hình 9. Quá trình ăn khớp trên biên dạng răng số 2 
của bánh răng 1 
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Từ Hình 8 nhận thấy với chiều quay cho trên 
Hình 2, đường cong trượt 1 1( )µ α đi từ + ∞ đến - ∞ 
còn đường cong trượt 2 1( )µ α thì ngược lại đi từ - ∞ 
đến + ∞ khi quá trình ăn khớp diễn ra bắt đầu từ vị trí 
‘1’ đến ‘5’ trọn một bước răng của bánh răng 1 (răng 
số 2) (xem Hình 9). 

3. Phân tích và thảo luận  

Từ Hình 7 và Hình 8 ta thấy đường cong trượt 
càng ngày càng sát nhau là do vị trí các răng của bánh 
răng 1 tham gia quá trình ăn khớp dần dần cách xa 
tâm quay. Do đó, những răng ở phía xa tâm quay sẽ 
nhanh mòn hơn ở phía gần tâm quay, đây chính là 
nhược điểm của loại biên dạng này. 

Từ Hình 9 ta nhận thấy: 

- Tại vị trí số ‘1’, ‘3’, ‘5’ điểm ăn khớp K của Γ 1 
trùng với điểm P (tâm ăn khớp) của đường lăn điều 
đó có nghĩa K1 ≡ K2 ≡ P khi đó 

12 1( ) 0tr
KV α = , 12 1( ) 0tr

KV α =  (cặp biên dạng đối tiếp 
của bánh răng 1 và bánh răng 2 chỉ có lăn mà không 
có trượt) tiếp tuyến chung tt’ vuông góc với đường 
nối tâm O1O2 (xem vị trí ‘1’, ‘3’, ‘5’ trên Hình 8). 

-  Tại vị trí ‘2’ và ‘4’ trên phần biên dạng cạnh răng 
của răng số 2 bánh răng 1, ta nhận thấy tiếp tuyến 
chung tt’ trùng với đường nối tâm O1O2 dẫn đến  góc 

2 2 1 1 1cos ( ( )) cos ( )
2
πβ α α β α= = làm cho 1 1( )µ α → ∞, 

2 1( )µ α → ∞ (xem Hình 8).  

Như vậy, ta có: 

2 2 1

1 1

cos ( ( )) 0
cos ( ) 0

β α α
β α

≠
 =

                           (11) 

Biến đổi (11) ta có: 

2 2 1 1 2 2 12 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1

( ( )) ' ( ( )) ( ( ( )) ) ( ( )) 0
( ( )) ' ( ( )) ( ( )) ' ( ( )) 0

K K K K

K K K K

y y x a x
y y x x

α θ α θ α θ α θ
α θ α θ α θ α θ

+ − ≠
 + =

  

(12) 

Giải hệ phương trình (12) xác định được vị trí 
của điểm ‘2’ và ‘4’ trên từng răng. Từ đó, có thể hiệu 
chỉnh tham số thiết kế để tại hai điểm ‘2’ và ‘4’ sao 

cho 2 2 1cos ( ( ))
2
πβ α α ≠ , 1 1cos ( )

2
πβ α ≠ là các vấn đề 

nêu trên được giải quyết. 

4. Kết luận 

Từ những phân tích và thảo luận ở mục 3 của 
nghiên cứu này, cho thấy khi ứng dụng đường cong 
cycloid (epicycloid – hypocycloid) làm biên dạng 
răng của BRKT thì hệ số trượt µ1(α1), µ2(α1) luôn đối 
xứng qua trục hoành trong quá trình ăn khớp (Hình 7, 
Hình 8). Do đó, cặp biên dạng đối tiếp luôn mòn đều 
dẫn đến không cần phải cân bằng hệ số trượt như đối 
với biên dạng thân khai [4] khi thiết kế hình học biên 
dạng răng sau khi hiệu chỉnh pháp tuyến tại 2 điểm 

‘2’ và ‘4’, đây cũng chính là điểm mới được chỉ ra 
bởi nghiên cứu này. Ngoài ra, từ kết quả nghiên cứu ở 
bài báo này sẽ là cơ sở để tiếp tục các nghiên cứu sâu 
hơn đối với loại biên dạng này khi ứng dụng làm biên 
dạng răng của BRKT như: tập trung ứng suất, biến 
dạng, tróc rỗ bề mặt răng, hiện tượng mỏi, ma sát 
giữa cặp biên dạng đối tiếp và chế độ bôi trơn v.v.. 
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