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Tóm tắt  

Trong quá trình thiết kế hệ bánh răng không tròn, tổng hợp đường lăn của các bánh răng trong hệ nhằm 
đảm bảo hệ bánh răng ăn khớp đúng hàm truyền là một trong những bước quan trọng. Vì vậy, trong nghiên 
cứu này các tác giả trình bày một phương pháp tổng hợp đường lăn mới của hệ bánh răng không tròn kiểu 
hành tinh trên cơ sở biết trước đường lăn của bánh răng vệ tinh. Ngoài ra, nghiên cứu cũng đã xác định 
được điều kiện để đương lăn của bánh răng trung tâm thứ hai bao được hệ bánh hành tinh khuyết phía 
trong mà các nghiên cứu trước đây đều phải dựa vào kinh nghiệm. Đồng thời nghiên cứu này cũng đã đưa 
ra quy trình tổng hợp đường lăn của hệ bánh răng không tròn kiểu hành tinh đầy đủ.  

Từ khóa: Bánh răng không tròn, hệ bánh không tròn kiểu hành tinh, hệ bánh răng hành tinh, đường lăn. 

Abstract 

During process of designing noncircular planetary gearing system, one of the most important tasks is 
synthesis of pitch lines of the gears with condition of preserving correct transmission function. In this work, 
the authors present a method for synthesizing pitch lines of the noncircular planetary gearing system based 
on given pitch line of the planetary gear. In comparison with previous experience-based methods, this work 
also sets the condition for the pitch line of the second sun gear, which will cover all the inside planetary 
gears. Moreover, the authors propose a synthesizing process of the pitch lines of the noncircular planetary 
gearing system.    
Keywords: noncircular gears, noncircular planetary gears, planetary gear train, pitch lines. 

 
1. Đặt vấn đề* 

Người đưa ra ý tưởng đầu tiên về thiết kế và ứng 
dụng bánh răng không tròn (BRKT) là Giovanni 
Dondi (1330-1388) nhà chế tác đồng hồ người Ý. 
Thiết kế đầu tiên của BRKT được ông giới thiệu đầy 
đủ trong bản thảo “Tractatus Astrarii” và được ứng 
dụng trong thiết kế đồng hồ thiên văn vô cùng tinh 
sảo và phức tạp [1]. Năm 1410 lần đầu tiên, đồng hồ 
thiên văn chế tạo theo thiết kế của Giovanni Dondi đã 
được lắp đặt tại Praha, Cộng hòa Séc cho đến nay vẫn 
còn hoạt động và được coi là đồng hồ thiên văn cổ 
nhất trên thế giới. Hơn một thế kỷ sau, BRKT lại 
được nhà bác học Leonardo Da Vinci nghiên cứu ứng 
dụng trong thiết kế, chế tạo máy móc và thiết bị như: 
đồng hồ, nhạc cụ, các công cụ tự động, máy làm chìa 
khóa chuyên dụng, cơ cấu Mantơ, bơm.v.v.. Những 
thiết kế này đã được lưu lại và xuất bản chính thức 
vào năm 1493 [2]. Cho đến những năm gần đây với 
sự phát triển của các máy gia công điều khiển số hiện 
đại, gia công có độ chính xác cao cùng với sự xuất 
hiện của các phương pháp gia công mới, cũng như sự 
phát triển của nền công nghiệp sản xuất phụ trợ đã 
làm giá thành sản xuất BRKT tiệm cân với giá thành 

 
* Địa chỉ liên hệ:  Tel.: (+84) 913530121 
   Email: thai.nguyenhong@hust.edu.vn 

sản xuất bánh răng có tỷ số truyền không đổi truyền 
thống. Đây là động lực cho việc nghiên cứu và phát 
triển các loại BRKT trong đó phải kể đến Boyd 
(1940) đã nghiên cứu thiết kế bộ điều khiển cơ khí 
bằng hệ bánh răng elip thường [3], Dooner và các 
đồng nghiệp đề xuất sử dụng bốn cặp BRKT tạo 
thành một hệ thường kết hợp với hệ bánh răng có tỷ 
số truyền không đổi để chế tạo hộp biến đổi tốc độ vô 
cấp CVT cho động cơ đốt trong có công suất 200 HP 
[4], năm 2011 Zheng và đồng nghiệp lại tiếp tục 
nghiên cứu phát triển hoàn thiện hơn về các bộ CVT 
đời mới này [5], hay một hướng nghiên cứu khác đó 
là ứng dụng bánh răng không tròn trong thiết kế cơ 
cấu đánh lái của ô tô [6, 7]. Ngoài những nghiên cứu 
ứng dụng kể trên còn có các nghiên cứu về thiết kế, 
chế tạo như [8 - 10] v.v.. Tuy nhiên, các nghiên cứu 
thường tập trung vào thiết kế một cặp BRKT [11, 12], 
hoặc là các hệ BRKT thường [13], còn hệ BRKT kiểu 
hành tinh có rất ít công trình nghiên cứu. Mặt khác, 
việc thiết kế đường lăn là một trong những bước thiết 
kế đầu tiên để hình thành một hệ BRKT đã được 
Litvin [13] và D. Mundo [14] đề cập đến. Nhưng 
Litvin tập trung nghiên cứu về hệ BRKT thường, còn 
D. Mundo đã thiết lập các điều kiện phục vụ cho thiết 
kế các hệ BRKT kiểu hành tinh đầy đủ khi biết trước 
hàm truyền và khoảng cách trục của một cặp, từ đó 
suy ra các cặp còn lại. Với phương pháp của Mundo 
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việc xác định các tham số thiết kế phải dựa trên kinh 
nghiệm của người thiết kế nhằm đảm bảo đường lăn 
của bánh răng trung tâm ngoài bao toàn bộ cặp bánh 
răng hành tinh khuyết phía trong. Để khắc phục 
nhược điểm trên của Mundo trong bài báo này các tác 
giả trình bày một phương pháp tổng hợp đường lăn 
mới và đưa ra các điều kiện biên làm cơ sở khoa học 
cho việc xác định các tham số này. 

2. Cơ sở lý thuyết thiết kế đường lăn của cặp bánh 
răng không tròn khi biết trước một đường lăn 

2.1. Thiết kế đường lăn của cặp BRKT ăn khớp 
ngoài khi biết trước một đường lăn 

Nếu gọi: Σ 1 là đường lăn của bánh răng 1 với 
giả thiết đường lăn được cho trước; P1 là điểm bất kỳ 
trên Σ 1 tại thời điểm thứ i; )( 11

ϕρP là khoảng cách từ 
P1 đến O1 tâm quay của bánh răng 1; 1ϕ  là góc hợp 
bởi O1 P1  với O1O2 được mô tả trên Hình 1.  

 
Hình 1. Xác định đường lăn đối tiếp của cặp BRKT 
ăn khớp ngoài 

Như vậy, sau khi bánh răng 1 quay đi một góc 
1ϕ để đưa điểm P1 về trùng với P (tâm ăn khớp) trên 

O1O2 theo [15] thì tương ứng đối tiếp với điểm P1 ta 
sẽ có một điểm P2 trên Σ 2 đường lăn của bánh răng 2 
lăn không trượt đối tiếp với bánh răng 1; )( 22

ϕρP  là 
khoảng cách từ P2 trên Σ 2 đến tâm quay O2 của bánh 
răng 2; )( 12 ϕϕ  là góc hợp bởi O2P2 với O1O2; 

2112 OOa = là khoảng cách hai tâm quay. Như vậy, ta 
có: 

( ) )()( 1112122
ϕρϕϕρ PP a −=                 (1) 

Tỷ số truyền của cặp BRKT được cho bởi: 
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Lấy tích phân công thức (2) theo góc quay 1ϕ của 
bánh răng 1 ta có góc cực ( )12 ϕϕ : 

1

1

0 11

1112
12 )(

)(
)( ϕ

ϕρ
ϕρ

ϕϕ
ϕ

d
a

P

P
∫ 









 −
=                 (3) 

Từ (1 và 3) xét trong hệ quy chiếu ϑf{O1xfyf} gắn liền 
với giá, phương trình đường lăn Σ 2 được cho dưới 
dạng đại số: 

[ ][ ]TPzRr )(00)(, 12122 ϕρϕϕ −=
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          (4) 

Trong đó: 
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2.2. Thiết kế đường lăn của cặp BRKT ăn khớp 
trong khi biết trước một đường lăn 

 
Trong trường hợp này Σ 3 được giả thiết là biết 

trước. Từ Hình 2 với lập luận như trên ta có: 

)()( 333434
ϕρϕρ PP a +=                         (5) 

 Còn tỷ số truyền của cặp bánh răng (3, 4) được 
cho bởi: 

)(
)(

)(
)(

)(
33

3334

33

34
334 ϕρ

ϕρ
ϕρ
ϕρ

ϕ
P

P

P

P a
i

+
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 Góc 
4Pϕ tương ứng với 

3Pϕ , tại thời điểm thứ i 
được cho bởi: 

        3
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 Từ (5 và 7) xét trong hệ quy chiếu ϑf{O4xfyf} 
gắn liền với giá, phương trình đường lăn Σ 4 được cho 
bởi: 

Hình 2. Xác định đường lăn đối tiếp của cặp BRKT 
ăn khớp trong 
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[ ][ ]TPzRr )(00)(,)( 333434 ϕρϕϕϕ =
Σ

           (8) 

trong đó: 

[ ]
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
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3. Tổng hợp đường lăn của hệ bánh răng không 
tròn kiểu hành tinh  

Trong phần này trình bày phương pháp tổng hợp 
đường lăn của hệ BRKT kiểu hành tinh đầy đủ được 
mô tả trên Hình 3. Trong đó khâu 1 là bánh răng 
trung tâm, khâu 2 là cần, khâu 3 là bánh răng vệ tinh, 
khâu 4 là bánh răng trung tâm thứ 2 của hệ. Trong 
trường hợp này đường lăn Σ 3  của bánh răng vệ tinh 3 
là đường tròn lệch tâm được giả thiết là biết trước. 
Bài toán đặt ra là phải tìm đường lăn Σ 1 của bánh 
răng trung tâm 1 và đường lăn Σ 4 của bánh răng 
trung tâm thứ 2, vấn đề này được trình bày trong mục 
3.2 và 3.3 dưới đây.    

 

Hình 3. Lược đồ xác định đường lăn của hệ BRKT 
kiểu hành tinh kép 

 
3.1. Phương trình đường lăn Σ 3 của bánh răng vệ 
tinh 3  

Nếu gọi đường tròn Σ3(O,R) là đường  lăn của 
bánh răng vệ tinh 3, với: tâm quay lệch tâm một 
khoảng e; P3 là một điểm bất kỳ trên Σ 3. Xét trong hệ 
quy chiếu ϑ3{O3x3y3} gắn trên Σ 3 ta có: ρP3 là khoảng 
cách từ điểm P3 bất kỳ trên Σ 3 đến tâm quay O3 khi 
đó ta có: 

3
222

333 sincos)( ϕϕϕρ eReP −+=      (9) 
với: [ ]πϕ 203 ÷∈  

3.2. Xác định đường lăn Σ 1 của bánh răng trung 
tâm thứ nhất theo đường lăn Σ 3  của bánh răng vệ 
tinh 

Để xác định đường lăn Σ 1 theo đường lăn Σ 3, 
áp dụng phương pháp đổi giá coi cần 2 là cố định 
(Hình 3) và gọi 13a là khoảng cách giữa hai tâm quay 
O1, O3 của cặp bánh răng (1, 3), khi đó 13Pρ là 
khoảng cách từ điểm P13 trên đường lăn Σ 1 tới tâm 
quay O1 đối tiếp với P31 trên Σ 3, xét tại thời điểm 

PPP ≡≡ 1331  tại vị trí I, trên Hình 3 ta có: 

)()( 3131133113 ϕρϕρ PP a −=                   (10) 

Thay (10) vào (2) ta có hàm truyền )( 3113 ϕi :  

)(
)()(

3113

311313
3113 ϕρ

ϕρϕ
P

Pai −
=                     (11) 

Từ (11) ta có: 

   31

31

0 3113

311313
3113 )(

)()( ϕ
ϕρ
ϕρϕϕ

ϕ

da

P

P∫
−

=             (12) 

Thay các công thức (10 và 12) thay vào (4) hoàn 
toàn xác định được Σ 1.  

Xét trong trong chuyển động tương đối giữa 
bánh răng 3 so với bánh răng trung tâm 1, khi bánh 
răng 1 quay được một vòng, để Σ 3 lăn không trượt 
trên Σ 1 thì bánh răng 3 phải quay được 3n vòng. Như 
vậy, theo tài liệu [12 - 14] ta có: 

31

2

0 3113

311313

3 )(
)(2 ϕ

ϕρ
ϕρπ

π

da
n P

P∫ 






 −
=               (13) 

Giải phương trình (13) xác định được khoảng 
cách trục ),,( 31313 Renaa = với 3n là số nguyên 
dương. Sau khi xác định được 13a thay vào (10, 12) 
và (4)  thì Σ 1 hoàn toàn xác định. 
3.3. Xác định đường lăn Σ 4  của bánh răng 4 theo  
Σ 3 của bánh răng vệ tinh 

Trong trường hợp này, coi hai tâm O4, O3 là cố 
định và khi đó cặp bánh răng (4, 3) là cặp bánh răng 

Hình 4. Đường lăn của bánh răng 3 

e
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ăn khớp trong. Nếu gọi 34a là khoảng cách giữa hai 
tâm quay O3 và O4; còn )( 3443 ϕρP là khoảng cách từ 
điểm P43  trên Σ 4 đến tâm quay O4, xét tại thời điểm 

PPP ≡≡ 4334  tại vị trí II, trên Hình 3 ta có: 
  )()( 3434343443 ϕρϕρ PP a +=            (14) 

Thay (14) vào (6) : 

( )( ) 1
34343434343434 )()()( −+= ϕρϕρϕ PPai      (15) 

Từ (15) ta có: 

( )( ) 34

0

1
34343434343443

34

)()()( ϕϕρϕρϕϕ
ϕ

da PP∫ −+=      (16) 

Tương tự như trên, khi bánh răng 4 quay được một 
vòng để Σ 3 lăn không  trượt trên Σ 4 thì bánh răng 3 
phải quay 3'n vòng, vì vậy: 

34

2

0 343434

3434

3 )(
)(

'
2 ϕ

ϕρ
ϕρπ

π

d
an P

P∫ 







+

=              (17) 

Giải phương trình (17) xác định được khoảng 
cách trục ),,'( 34343 Renaa = với 3'n là số nguyên 
dương. Khi xác định được 34a thay vào (14, 16) và 
(8) thì Σ 4 cũng hoàn toàn xác định. Mặt khác, từ 
phương trình (13) và (17) ta nhận thấy 13a , 43a  phụ 

thuộc vào 3n  và 3'n còn e , R là các thông số cho 
trước. Như vậy, khi chọn 3n  theo quy luật của 13i thì 

3'n  phải chọn thế nào? và thỏa mãn điều kiện gì? Vấn 
đề này sẽ được trình bày trong mục 3.4 dưới đây. 

3.4. Xác định điều kiện để Σ 4 bao được hệ hành 
tinh khuyết Σ 1 và Σ 3 

Ta dễ dàng nhận thấy để Σ  4 bao được hệ Σ 1 và 
Σ 3 thì: 

 313min4 ρρ ∆+> a                      (18) 

trong đó: min3max33 ρρρ −=∆                                  (19) 

 Mặt khác, ta có:  
max1min313 ρρ +=a                             (20) 

               min3min434 ρρ −=a                             (21) 

 Thay (19, 20, 21) vào (18) ta có: 

min3max31334 2ρρ −+> aa                     (22) 

 Do ( )33 ϕρ  luôn dương, vì vậy: 
( ) ( )33min3max3133334 2 ϕρρρϕρ +−+>+ aa        ( 23) 

 Từ  (23)  ta có: 
( )
( )

( )
( )33min3max313

33

3334

33

2 ϕρρρ
ϕρ

ϕρ
ϕρ

+−+
<

+ aa
            (24) 

Lấy tích phân 2 về của (23) với [ ]πϕ 203 ÷∈ ta có: 

( )
( )

( )
( ) 3

2

0 33min3max313

33
2

0
3

3334

33

2
ϕ

ϕρρρ
ϕρ

ϕ
ϕρ

ϕρ ππ
d

a
d

a ∫
+−+

<∫
+

    (25) 

 Kết hợp (25) với (17) ta có: 

( )
( ) 3

2

0 33min3max313

33

3 2'
2 ϕ

ϕρρρ
ϕρπ

π

d
an ∫ +−+

<      (26) 

 Từ (26) ta có: 

( )
( ) 3

2

0 33min3max313

33

3

2

2'
ϕ

ϕρρρ
ϕρ

π
π

d
a

n

∫ 







+−+

>       (27) 

 Bất phương trình (27) cho phép xác định Σ 4 bao 
được hệ Σ 1 và Σ 3 để tạo thành hệ BRKT kiểu hành 
tinh đầy đủ. 

4. Ví dụ áp dụng 

Cho trước đường lăn của bánh răng vệ tinh 3 là 
đường tròn (O,R) với tâm quay O3 có R =100 mm và 
độ lệch tâm e =20 mm, chọn n3 =3 thay vào phương 
trình (13) và (11) ta có 7,39813 ≈a mm. Từ             
R =100 mm và e =20 mm ta có 80min3 =ρ mm, 

120max3 =ρ mm, thay vào (27) ta có 3'n > 5,589. Mặt 
khác, từ (17) thì 3'n  phải là số nguyên dương, vì vậy 
để Σ 4 bao được hệ Σ 1 và Σ 3 thì 6'3 ≥n , còn khi nhỏ 
hơn thì Σ 4 không bao được hệ Σ 1 và Σ 3. Để chứng 
minh điều này ta hãy chọn 3'3 =n và 4'3 =n  khi đó 
khoảng các trục lần lượt  là 6,19643 ≈a mm và 

4,29543 ≈a mm, đường lăn tương ứng được cho trên 
Hình 5, còn với 5'3 =n khi cho bánh răng 4 cố định để 
đảm bảo hệ bánh răng (1, 3, 4) cùng trên một mặt 
phẳng theo lược đồ Hình 10b thì xuất hiện giao thoa 
giữa đường lăn Σ 4  và Σ 3, nhưng khi để các cặp (1, 3) 
và (3, 4) quay tương đối với nhau trên các mặt phẳng 
song song thì vẫn đáp ứng hàm truyền.  

Vì vậy, để đường lăn Σ 4 bao được hệ Σ 1 và Σ 3 
thì phải chọn tối thiểu 6'3 =n . Như vậy, bộ thông số 
thiết kế đường lăn của hệ BRKT kiểu hành tinh đầy 
đủ được cho trong bảng 1. 

Bảng 1. thông số thiết kế đường lăn của hệ BRKT 
kiểu hành tinh  

R  e  
13a  43a  1n  4n  

[mm] [mm] [mm] [mm]   
100 20 398,7 493,3 3 6 

Từ dữ liệu thiết kế này ta có bản thiết kế đường 
lăn của hệ BRKT hành tinh đầy đủ được mô tả trên 
hình 6. 
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Hình 6. Đường lăn của hệ BRKT kiểu hành tinh 

Trong đó bán kính 1Pρ , 1Pρ , 4Pρ  của từng bánh 
răng so với tâm quay được mô tả trên hình 7. 

Từ hình 7, dễ dàng nhận thấy bán kính ρ thay 
đổi theo chu kỳ và số chu kỳ bằng in . Ngoài ra, một 
điểm cần lưu ý là: để khoảng cách trục không đổi 

13a và 34a bằng hằng số thì biên độ ρ phải bằng nhau 
trong trường hợp này 1ρ∆ = 3ρ∆ = 404 =∆ρ mm. Như 
vậy tỷ số truyền của cặp bánh răng (1,3) và (3,4) của 
hệ BRKT được mô tả trên Hình 8 và Hình 9.  

Với điều kiện phân bố đều số răng trên đường 
lăn và thỏa mãn điều kiện không cắt lẹm chân răng 
[14], ta tính được thông số của thanh răng sinh: Mô-
đun m = 1.758 mm, góc áp lực α = 200, bước răng      
t = 5.5232 mm. Như vậy, số răng của bánh răng trụ 
thân khai lệch tâm 3, z3 = 20. 

Áp dụng phương pháp tạo hình bằng thanh răng 
sinh đối với bánh răng vệ tinh 3, sau khi tạo hình biên 
dạng răng của bánh răng 3 để bánh răng 1 và 4 cùng 
Mô-đun với bánh răng 3, lấy bánh răng 3 làm bánh 
răng sinh để tạo hình cho bánh răng 1 và 4 theo 
phương pháp bao hình của tài liệu  [16] từ đó lập 
trình bằng AutoLisp trong môi trường AutoCAD ta 
có bản thiết kế hệ BRKT hành tinh được mô tả trên 
Hình 10a. Hình 10 là hệ bánh răng không tròn được 
thiết kế trên cơ sở kết quả đường lăn được mô tả trên 
Hình 6. Nếu cố định bánh răng trung tâm 1 hoặc bánh 
răng trung tâm 4 ta được hệ BRKT kiểu hành tinh đầy 
đủ. 

 
Hình 7. Bán kính ρ của các bánh răng trong hệ 
BRKT hành tinh đầy đủ 

 
Hình 8. Tỷ số truyền của cặp BRKT (1, 3) theo góc 
quay của trục dẫn động 

 
5. Kết luận 

 Điểm mới của nghiên cứu này là đã xác định 
được điều kiện để đường lăn của bánh răng trung tâm 
thứ hai bao được hệ BRKT hành tinh khuyết phía 
trong, khi thiết kế hệ BRKT kiểu hành tinh đầy đủ. 
Điều kiện này cho phép tự động hóa thiết kế đường 
lăn của hệ bánh răng này với sự hỗ trợ của máy tính 
thay vì kinh nghiệm của người thiết kế. Ngoài ra, 
nghiên cứu này cũng đưa ra được quy trình tổng hợp 
đường lăn mới khi thiết kế hệ BRKT hành tinh đầy đủ 
như sau: 

Bước 1: xác định phương trình Σ 3 của bánh 
răng vệ tinh. 
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Hình 5. Các trường hợp đường lăn Σ 4 không bao 
được Σ 1 và Σ 3 
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Hình 9. Tỷ số truyền của cặp BRKT (3, 4) theo góc 
quay của bánh răng 4 
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Bước 2: xác định Σ  1 theo Σ  3 

+ Tính khoảng cách trục ),,( 11313 Renaa =  theo 
phương trình (13) với 3n  là chu kỳ của Σ 1 và xác 
định hàm tỷ số truyền 13i theo công thức (11). 

+  Xác đinh tham số độc cực ( 13Pρ , 13ϕ ) của Σ 1 theo 
công thức (10, 12). 

+ Thiết lập phương trình của Σ 1 dưới dạng đại số 
theo công thức (4). 

Bước 3: xác định Σ  4  theo Σ  3 

+  Xác định số chu kỳ 3'n của Σ 4  theo bất phương 
trình (27) để đảm bảo Σ 4  bao được (Σ 1, Σ 3  ) và 
thiết lập hàm tỷ số truyền theo công thức (15) 

+ Tính khoảng cách trục ),,( 44343 Renaa =  theo 
phương trình (13). 

+  Xác đinh tham số độc cực ( 43Pρ , 43ϕ ) của Σ 4  theo 
công thức (14, 16). 

+ Thiết lập phương trình của Σ 1 dưới dạng đại số 
theo công thức (8). 
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